Existence of Limit Cycle in a Keynesian Model of Aggregate Demand by 中島 巖
〈要約〉
Blinder［２］は，伝統的ケインジアン総需要モデルにおける均衡への動因を在庫調整過
程に求め，安定的均衡をもたらす独自の総需要モデルの再構築化を試みた。
以下では，まず，Blinderの議論を辿りながら，産出量を状態変数化してはならないと
する教訓の下に，明示的な生産行動方程式を措定し，限界消費性向と限界投資性向の和が
１より小さいとする周知の安定条件だけで均衡の安定性が回復する過程を確かめる。
しかしながら，上の Blinderの新体系は，貨幣市場要因を欠いている。同要因を導入し
体系の拡張化を図ると，上の安定条件の適用にも関わらず均衡の安定性は揺らぎ始める。
次に，拡張された体系における安定性の回復を図る手順の代わりに，Kaldor条件を仮
定することにより，不安定性（リミット・サイクル）の発生可能性を探る手順が検討される。
Kaldor［８］は，所得と資本から成る動学モデルにおいて，Keynesの消費函数を用い
る一方で，所得に関して非線型（S字型）をなす投資函数を想定し，均衡の近傍において所
得に関する限界投資性向が限界貯蓄性向（＝１限界消費性向）より大きいと仮定する。
拡張された体系の行動範囲に関する数学的な特定化を施した後，Poincaré＝Hopf定理
の適用によって，均衡解の存在性，一意性が確かめられる。さらに，Poincaré＝Bendixon
定理の適用により，体系におけるリミット・サイクルの発生の可能性が確かめられる。
しかるに，Kaldor条件の妥当性に関する疑念は，以下の議論の妥当性に関してもその
まま適用されるであろう。
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序Blinder［２］は，固定価格の下で産出量が需要側面から決定されていく型のケインジアン総需要
モデル（Keynesian model of aggregate demand）において，経済を均衡に向わせる動因を在庫な
いし在庫調整に特定し，体系の安定化と在庫調整のあり方を考察した。
まず，最終販売量と産出量の差，すなわち超過販売に反応して生産調整がなされる伝統的ケイン
ジアン・モデル（conventional Keynesian model），および期待販売と産出量の差に反応して生産調
整がなされる同類型モデルを取上げ，その安定性を確かめる。しかるに，背景に追い遣られている
在庫調整を在庫ストックにではなく在庫変化分に依拠させるごとき調整メカニズム，均衡概念のあ
り方が論理矛盾の根底にあると Blinderは喝破する。
次に，論理整合性を回復すべく，予期せぬ在庫変化の発生時のみに生産調整を行なうとするモデ
ルは経済学的意味付けを失なってしまい，さらに，上の在庫調整メカニズムを放棄し，代わって，
所与の目標期待在庫水準と現行在庫ストックの間に差が生じた時に生産調整を行なうとするモデル
は，今度は安定性を失ってしまうことを論証してみせる。
上の議論を経て，論理整合性と安定性を両立させようとすれば，産出量を状態変数として扱って
はならないとする教訓を得た Blinderは，生産決定に対する明示的な行動方程式を措定した代替モ
デルを通じて論理整合性と安定性の宥和化に成功する。
しかしながら，そこでの安定性は，限界消費性向と限界投資性向の和が１よりも小さいとする周
知の安定条件の適用化に依存する。例えば，上の宥和的な代替モデルが欠いている貨幣市場要因を
取込むと俄かにモデルの安定性の堅固さ（robustness）がぐらついてくる。その安定条件の成立そ
のものが不確定なものとなるからである。
しかるに，Kaldor［８］は，資本蓄積過程を措定した所得と資本の動学モデルにおいて，所得と
資本を要素とする投資函数が所得に関してS字型（sigmoid）の形状をもち，均衡の近傍において
所得に関する限界投資性向が限界蓄積性向より大きいと仮

定

することにより，均衡の不安定性，周
期性を論証しようとした。かかる帰結は，Kaldorサイクル（Kaldor cycle）と呼ばれ，議論の後続
化を招いた。（例えば，Ichimura［７］, Klein＝Preston［９］, Rose［１４］, Chang＝Smyth［３］等参
照。）
本稿における我々の目的は，Blinderの宥和的代替モデルに貨幣市場要因を導入し，そこでの市
場均衡条件を取込んだ内生的投資函数を含む拡張されたケインジアン総需要モデルにリミット・サ
イクル（limit cycle）が発生する可能性を検討することにある。
まず，次節では，Blinderの代替的モデルの機能性，安定性を追認する。第２節では，まず，Blinder
の代替モデルに貨幣市場均衡条件を取込んだ拡張されたケインジアン総需要モデルを提示し，次い
で，体系に一意解が存在することを Poincaré＝Hopf定理に拠りながら確認する。さらに，上の内
生的投資函数が Kaldor仮定を満たすとき，体系にリミット・サイクルが発生する可能性を Poincaré
＝Bendixon定理に拠りながら確認する。最後に，若干の結論的言及がなされる筈である。
なお，本稿は最終稿ではない。
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第１節 ケインジアン総需要モデル
1．在庫調整型ケインジアン総需要モデル
本節では，総需要に関するケインジアン・モデルの在庫の取扱い上の難点を指摘，整理した後に
自薦モデルを提示する Blinderの論理過程を検討する。１）
本項では，生産率を基本決定変数として扱う共通性を共有する３通りの総需要のケインジアン・
モデルの難点を Blinderにしたがってみてみる。
いわゆるケインジアン４５°度線図（Keynesian cross diagram）において，需要表 CIG が
４５°度線を切る点を均衡点として注視する一方で，経済がかかる均衡点を成立させる動因が何であ
るかについての問に対する回答としては在庫変化が正解とされているごとくである。因みに，
CIG＞Y がしたがうとき，支出が生産を超過するため在庫は減少し，企業は生産率を引上げ
ることになり，逆の場合には，在庫は積み上がり，企業に生産削減せよと合図を送ることになる。
しかるに，かかる筋書きは，いかにも論理的に響き，Y＝CIG が安定均衡を定義づけるか
に見える。しかるに，Blinderは，然に非ずと断ずる。
Blinderは，まず総需要と在庫調整に或る共通点を共有する３通りのモデルを俎上にのせる。
３通りのモデルは，次の方程式部分体系
X＝C（Y）I（Y） （１）

X＾＝β（X ＾X） （２）

N＝YX （３）
を共有する。ただし，X は販売量，＾X は目標販売量の期待値であり，（２）式において，調整速度
β（＞０）をもつ適応的期待（adaptive expectations）にしたがって期待形成されるものとする。さら


に，N は在庫ストックである。このとき，＾X＝N＝０は均衡点を意味し，さらに，X ＝＾X＝Y を意
味する。しかるに，（１）−（３）式のモデルは，生産決定の違いに応じて，以下の３通りに区分される。
第１のモデルは，伝統的ケインジアン・モデル（conventional Keynesian model）である。消費
C（Y）と投資 I（Y）の合計が国民所得 Y に均等する水準で均衡を定義する。すなわち，均衡条件
Y＝C（Y）I（Y） （４）
がしたがう。しかるに，上の均衡モデルの背後には，不均衡調整モデル（disequilibrium adjustment
model）が控えており，不均衡時には，Y が最終販売の超過水準に応じて反応する，すなわち，調
整方程式

Y＝λ（XY），λ＞０ （５）
が作用するものと主張される。このとき C′（Y）I′（Y）＜１が満たされる限り，モデルは安定的な
それとなることは周知のごとくである。
しかるに，期待最終販売量と現行販売量の差にしたがって企業が生産調整を行なう，すなわち，
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Y＝λ（＾XY），λ＞０ （６）
を仮定し，期待販売の展開に関する適応的期待

X＾＝β（X ＾X），β＞０ （７）
を用いることによっても，ほぼ同等のモデルが引き出せる。
いま，（６），（７）の２つの方程式を線型近似して均衡で評価すれば，




Y


＝



λ λ 





YY＊


（８）
X＾ β（C′	I′）β X＾ ＾X＊
がしたがい，Jacobian行列 J１から，det J１＝λ β（１C′	I′），tr J１＝（λ	β）＜０がしたがい，
C′	I′＜１である限り，体系は（局所的）安定性を確保する。
しかるに，上の２つのモデルは，ともに安定性は確保しているものの非論理的であるとする。上
の調整メカニズム，さらに，それどころか均衡概念も在庫変化に対する企業の反応の仕方に依拠し
ているため，例えば，（期待）販売が産出量に一致さえすれば，在庫ストックが目標値にあろうとも
その半分水準にしか満たなくとも，現行の生産決定に企業は満足してしまうことになる。２）在庫ス
トック水準を考慮せずに期待在庫の変化分にのみ反応するならば，均衡在庫量が決定されてこない
として，Blinderは，非を唱える。
第２のモデルは，上の（６）式を

Y＝λ（X	nY） （９）
に入れ替えたそれである。ただし，n は目標在庫投資である。したがって，目標在庫投資がゼロと
なる，すなわち
n＝n（＾N（＾X）N）＝０ （１０）
が満たされるところで均衡在庫量が定義し得る。もし，n が在庫ストック N に負の反応を示すな
らば，一応，モデルは安定的なそれとなる。

しかるに，企業が Y ではなく Y の値に重きを置くモデルにおいて目標在庫蓄積に対する意味付
けが難しい。所与の期待の下で，定義式 Y ≡＾X	n（or＾ X≡Yn）から，期待販売量の下で，n の決
    
定は Y の決定を意味し，同様に，Y ＝＾X	n から Y の決定は n を決定を意味することになる。袋
小路を脱する唯一の方法は，企業が自らの意思で販売期待を形成するという観念にとらわれずに，
代わって，企業が Y の経路を固定するか，n の経路を固定するかして，瞬間瞬間に販売期待値が
X＾＝Yn から間接的に定義されてくると仮定することであると Blinderは結論する。しかるに，
かかる仮定は，論理矛盾は回避し得ても，経済学的には，ほとんど意味を成さないものとなる。
第３のモデルは，（１）式に代えて

Y＝θ（＾N（＾X）N），θ＞０，＾N′＞０ （１１）
を仮定するものである。（１１）式は，意図する在庫投資ないし意図せざるそれのフロー率（flow rate）
に対してではなく，目標在庫と現行在庫の間のストック差に応じて企業が生産調整を行なうことを
意味している。
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ここで，（１１）式を含む第３モデルの方程式体系を改めて整理しておこう。すなわち
X＝C（Y）I（Y） （１）

X＾＝β（X ＾X） （７）

Y＝θ（＾N（＾X）N） （１１）
そして，在庫変化の恒等式

N＝YX （１２）
がしたがう。このとき，
N＾（Y）＝N （１３）
が満たされるところで４５°度線を切る一意の所得水準と一意の在庫水準が定義する定常状態（steady
state）が存在し得る。しかしながら，以下でみるごとく，安定性が確保されない。
いま，上の（７），（１１），そして（１２）式から成る微分方程式体系に線型近似を施して均衡で評価し，
（１）式を用いれば，Jacobian行列 J２
０ θ θ＾N′
J２＝




１C′I′ ０ ０



	
（１４）
β（C′I′） ０ β
がしたがう。ここで，特性方程式の根 ρ は，
ρ３βρ２［θ（１C′I′）θβ＾N′（C′I′）］ρθβ（１C′I′）＝０ （１５）
で定義される。特性根の安定性をみるために Routh＝Hurwicz条件３）を適用する。同条件
β＞０ （１６）
θβ（１C′I′）＞０ （１７）
θβ［１C′I′（C′I′）β＾N′］θβ（１C′I′）＝（C′I′）θβ２＾N′＞０ （１８）
が満たされるならば特性根は安定根となる。しかるに，C′I′＜１である限り，（１６），（１７）式は満た
されるのに対し，（１８）式は満たされない。したがって，上の体系は，不安定なそれとなることが帰
結される。
不安定化の要因は，明白である。すなわち，Y が上昇すれば，（１）式から X が上昇し，したがっ
て，（７）式から＾X が上昇する。＾X の上昇は＾ N（＾X）を上昇させ，（１１）式から Y を上昇させる。調整速
度 β，θ，限界在庫販売比率＾ N′（X）が正の符号をもつところでは不安定が発生し，上の第３モデルは，
ケインジアン総需要モデルの動学的基礎を提供し得るものではない，と Blinderは帰結する。
Blinderは，不安定性を回避する論理モデルの構築のためには，Y を状態変数として扱ってはな
らないとの教訓を以上の議論から導き，期待販売と意図する在庫蓄積の和に見合う生産を企業が行
なうとすることによって，すなわち
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Y ＝＾Xn （１９）
を定義することによってモデルを閉じる代替的アプローチを提示する。
項を改めて，Blinderの代替的アプローチをみてみることにする。
2．代替的ケインジアン総需要モデル
本項では，Blinderが提示する代替的総需要決定モデルの安定性を確かめる。
Blinderが前項の議論を通じて得た教訓は，モデルの安定性を確保するためには，所得を状態変
数として扱ってはならないというそれである。そこで，前項の（５）式ないし（１１）式に代えて，生産
決定のための明示的行動方程式を想定する。すなわち，
Y ＝＾Xn（＾N（＾X）N），N′＞０，N（０）＝０ （２０）
が想定される。ただし，n は，目標在庫ストックと現行ストックとの差が産出量に及ぼす影響度を
表わす在庫投資函数である。したがって，（２０）式は，企業が期待販売量に対応し，また，部分的に
在庫差が解消化する方向に向かわせるに十分な生産を行なうことを意味している。
ここで，代替モデルを改めて表示し直しておこう。
X＝C（Y）I（Y） （２１）
Y ＝＾Xn（＾N（＾X）N） （２２）

N＝YX （２３）

X＾＝β（X ＾X） （２４）
がしたがう。（２１）―（２４）式は，均衡において X ＝＾X，すなわち，販売量に関する期待が正しくて在
庫変化がゼロであることを示唆している。さらに，このとき，（２２）式は
N＾（＾X）N＝０ （２５）

を意味し，在庫は目標値に均等化し，さらに，Y＝θ（＾NN）に基づく不安定な前項の第３モデル
と違って，上のモデルは，状態変数 N，＾X の函数として X，Y を定義する。ここで，状態変数 N，＾X
に関する X，Y の微係数を求めておこう。
Y
N＝n′ （２６）
＾X
Y ＝１n′＾X′ （２７）
X
N＝
X
Y・
Y
N＝n′（C′I′） （２８）
＾X
Y ＝
X
Y
・
＾X
Y ＝（１n′＾N′）（C′I′） （２９）
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がしたがう。
さて，上の微分方程式体系を線型近似し，均衡で評価すれば

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NN＊
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βn′（C′	I′） β［１（１	n′＾N′）（C′	I′） XX＊ （３０）
と表示される。Jacobian行列 J３から，直ちに，行列式，トレースは，それぞれ
det J３＝n′β（１C′I′） （３１）
tr J３＝n′（１C′I′）β［１（１	n′＾N′）（C′	I′）］ （３２）
で表わされる。しかるに，C′	I′＜１なる妥当な想定の下で，det J＞０がしたがう。さらに，
C′	I′＜ ＾１	n′N′
１ （３３）
が満たされる限り tr J３＜０がしたがう。（３３）式は，潜在的な不安定化要因が在庫投資のあり方にあ
ることを示唆している。すなわち，限界在庫−販売量比率＾ N′と在庫差が解消する率との積が，か
なりの程度の大きさをもつならば，限界消費性向 C′と限界投資性向 I′の和が１より小さいときで
すら，ケインジアン・モデルは，不安定なそれとなり得る。
ところで，Feldstein＝Auerback［４］は，在庫行動は，目標値の調整を促すモデルにしたがう筈
であるとする。すなわち，目標在庫ストックと現行ストックの差は極めて敏速に解消されるのに対
し，目標在庫水準は販売量の変化に対しては極めて緩慢に反応すると主張する４）。かかる主張は，
上の体系においては，Y，n′が大きな値をとり，β が小さな値をとることに相当する。それでも，
（３２）式のトレースが負の符号をとり得る。したがって，体系は，たとえ（３３）式が満たされなくとも，
tr J３＜０がしたがい，その安定性が確保されると Blinderは結論する。
Hicks＝Hansen流の IS曲線ないし４５°度線図モデルの基礎を成す動学的調整過程を上のモデル
に則してみてみよう。総需要の構成要因のいづれかが上昇すると，（２２）式から，所得（GNP）は直
ちに追随し得ず，（２３）式から，在庫ストックの減少が始まる。所得に先立って最終販売が急上昇し，
同時に，（２４）式から，販売に関する期待値が徐々に上方修正されていく。これら，在庫低下と販売
期待値の上昇という２つの力が，（２２）式から企業の産出量の増加を促す。在庫のなし崩しが減速化
し，やがて在庫投資回復化に転ずると，所得がようやく最終販売に追いつき始め，調整の最終段階
には，在庫は新規最終販売に見合うべく増加していき，所得の成長が最終販売のそれを上回り，所
得水準の増加，在庫水準の増加を伴い，もはや在庫変化や期待修正が必要とされない新均衡点が実
現する。以上の過程を位相図に拠りながら確認してみよう。

まず，N＝０とすると，（２３）式から，Y＝X，したがって，Y＝C（Y）	I（Y）がしたがい，（２２）式
は n（＾N（＾X）N）＝０を意味する。したがって，
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d＾X
dN
｜N＝０＝
n＾′N′１
n′
＞０ （３４）

を得る。（３４）式は，（＾X，N）空間に右上りの曲線 N＝０を描く。

次に，＾X＝０とすると，（２４）式から＾ X＝X，したがって，＾X＝C（Y）I（Y）がしたがい，（２２）式
を考慮すれば，Y は＾ X と N だけから成る函数とみなすことができ，したがって

d＾X
dN
｜X＾＝０＝
n＾′N′１（C′I′）１
n′
（＜０） （３５）

がしたがう。C′I′＜１/（１n′＾N′）が満たされる限り，（３５）式は負の符号をとり，＾X＝０は，（＾X，N）

空間に右下りの曲線＾ X＝０を描く。

しかるに，N＞０（＜０）は，（２２），（２３）式から N の減少（増加）を意味し，下向き（上向き）の方向

矢印がしたがい，＾X＞０（＜０）は，（２４）式から＾ X の減少（増加）を意味し，上向き（下向き）の方向矢


印がしたがう。以上から，N＝０，＾X＝０が形成する４局面に均衡への安定化を意味する方向の場
がしたがう。（図－1参照。）
１） ここで言うケインジアン総需要モデル（Keynesian model of aggregate demand）の呼称は，IS−LM
モデル（IS−LM model）やケインジアン４５°度線図モデル（Keynesian cross model）を含めたそれ
であり，固定価格に対して需要量を対応づける総需要の決定に関する所説のそれと解し得る。
２） Metzler［１２］の言い回しを使えば，投資政策は，完全に受

身

（passive）なものとなる。しかしなが
ら，在庫貯蔵費用の存在を考慮すれば受

身

ではあり得ないであろう。
３） Routh＝Hurwicz条件に関して，Gandolfo［５］（pp．２３９−２４１），Lorenz［１０］（Appendix A.１.１）等参照。
図－1
N

N＝０
N ＊

X＾＝０
X＾
X＾ ＊
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４） 調整速度の差は，カタストロフィー（catastrophe）の発生の要因となり得る。例えば，Wilson［２１］，
Mees［１１］，Andersson［１］等参照。
第２節 拡張ケインジアン総需要モデル
1．均衡解の存在性と一意性
本節では，Blinderが提示した在庫目標調整を通じた産出量決定型の安定的代替ケインジアン体
系に貨幣市場が導入され拡張された体系の均衡解の存在性，一意性，そして安定性を検討する。
本項では，Poincaré＝Hopf定理の適用によって，上の拡張された体系の均衡解の存在性，一意
性をみる。
まず，以下の議論に必要な限りにおいて，動学システムの基本概念を確認しておこう。５）
一般に，システムの状態（state of a system）は，システムが変化していく様態を描くために知っ
ておくべきすべての描写から成る。経済システムにおいては，R n空間の部分空間であり，単位球
体（unit disk）に位相同値（topologically equivalent）な空間とみなされる。位相同値とは，ある１
つのシステムの空間から第２のそれへの連続な逆写像をもつ同相写像（homeomorphism）が存在
し，この写像が第１システムの変化を第２システムのそれへと変換している場合を指す。もし，写
像 f : X→Y が同相写像であり，かつ逆写像 f１がともに微分可能であるとき，f は微分同相写像
（diffeomorphism）と呼ばれる。端的には，同相写像は，座像変換として理解し得る場合に当たる。
（位相同値の場合について図－2，位相非同値の場合について，図－3参照。６））
経済システムへの応用に際しては，状態空間は，単位球体
D n＝｛ x∈R n :x１｝ （３６）
と位相同値とみなされる。
いま，微分方程式体系をベクトル表示で
x（t）＝ f（ x（t）），x（t）∈W ⊂R n （３７）
x（０）＝x０ （３８）
と表わす。ただし，W は R nの開集合である。ここで，x : R→X を初期条件 x（０）＝x０の下での上
の微分方程式体系の解とすれば，x（t）は，
Τ（ x０，t）≡x（t） （３９）
なる状態推移函数（state transition function）Τ を定義する。
上の微分方程式体系は，R nの開集合W のベクトル場（vector field）を与え，任意の x∈W に
対し，その点の変化の方向と速度を規定する。このとき，解は解曲線（solution curve）ないし軌
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topologically equivalent
図－2
topologically non-equivalent
図－3
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x2
W
x1
flow
図－4（b）
x2
x（t２）
x（t１）
x（t０）
x1
orbit
図－4（a）
道（orbit）を描き Φt（ x（０））として定義される。すなわち，ある x（０）に対し，Φt（ x（０））は時点 t に
おける x の値を与える。状態推移函数を用いれば
Φt（ x（０））≡Τ（ x０，t） （４０）
がしたがい，Φt（ x（０））: R n→R nはすべての x（０）∈W の将来の動きを描写し，システムのフロー

（ flow）と呼ばれる。（図－4参照。７））微分方程式体系 x（t）＝ f（ x（t））の軌道は，t∈R，x∈W に対
し函数 Φt（ x（t））の像（image）を与え，もし，x（t）が軌道上の点であるならば，f（ x）は x における
軌道に対する接ベクトル（tangent vector）となる。
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f（x）
x
1
図－5（a）
f（x）
x
1
図－5（b）
 
ところで，x（t）＝f（x＊）＝０を与える点 x＊∈X は微分方程式体系 x（t）＝f（ x（t））の不動点（fixed
point）ないし均衡点（equilibrium）と呼ばれる。８）もし，動的システムが均衡状態に入れば，永久
にそこに留まることになる。かかる均衡がいかなる状況下に成立するのかの問に対して，Spaniel
定理（Spaniel Theorem）が手掛りを与える。
［Spaniel定理］９）
いま，f：D n→R nを D nの境界上ですべて内向きをなす単位球体上の連続ベクトル場である
ものとする。すなわちx＝１となるすべての x に対し，x・f（ x）＜０がしたがい，このとき，
f（ x＊）＝０を満たすような均衡点 x＊∈D nが存在する。
上の定理は，球体と同相を成すいかなる状態空間に対しても妥当し，均衡点の存在性，一意性を
示唆する。
しかるに，均衡点の個数を調べるのに有用な手段として，ベクトル場の Poincaré指数（Poincaré
index）がある。１０）

まず，１次元の場合を想定しよう。ここで，x＝f（x）が境界上で内向きをなす，すなわち，f（０）＞０，
f（１）＜０を満たす単位空間［０，１］上の平滑ベクトル場（smooth vector field）を定義する。（図－5
参照。１１））このとき，いくつかの観察結果がしたがう。
（１） 退化ケース（degenerate case）を除けば，有限個の均衡が存在する。
（２） 一般に，個数は奇数個である。
（３） もし，f′（ x＊）がすべての均衡において，同一の符号をもつならば，唯一の一意的均衡
が存在する。
上の結論は，より高次の次元の場合にも一般化し得る。
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いま，図－6において１２），均衡点を囲む閉曲線を D とする。D とベクトル場の交点毎にベクトル
場の方向を記すとき，D 上のある交点から出発して反時計回りに移動していく間に，ベクトル場
が反時計回りに完全に１回転するならば，D の Poincaré指数は，Ip＝１と定義される。すなわ
ち，Poincaré指数は，D に沿った反時計回り１回転の間にベクトル場が反時計回りに完全に回転
する回数に相当する。しかるに，ベクトル場が時計回りに１回転するならば，Poincaré指数は，
Ip＝１となる。１３）
さて，動学システムの定義域 S∈R n+をコンパクト球体に対し微分同相，かつ Sの境界上におい
て均衡点 x＊でのベクトル場が内向きをなすような集合に設定しよう。このとき，Poincaré＝Hopf
定理（Poincaré＝Hopf Theorem）がしたがう。
［Poincaré＝Hopf定理］１４）

その境界上でベクトル場が内向きをなす球体上の動学体系 x＝f（x）を想定し，すべての均衡
点 xi＊が，各 Jacobian行列 Df（ xi＊）が非特異であるという意味で正則であるものとするとき，各
均衡点 xi＊（i＝１，２，…，n）の指数は
Ip（ xi＊）＝



１ if det（Df（ xi＊））＞０
（４１）
１ if det（Df（ xi＊））＜０
で定義され，指数は



Ip（ xi＊）＝１ （４２）
なる性質もつ。
さて，以上の準備の下に，在庫目標調整を通じた産出量決定型ケインジアン体系に貨幣市場が導
入され拡張化された同体系の均衡解の存在性，一意性を確かめよう。
いま，実質貨幣供給量M は一定であるものとする。貨幣需要函数は，利子率，所得に依存し
LD＝L（r，Y） （４３）
で表わされるものとする。ただし，r は利子率であり，Lr＞０，LY＞０と仮定される。貨幣供給量M
が一定の下で，（４３）式は，逆函数を用いて
r＝R（Y） （４４）
と利子率について解くことができる。このとき，
R′（Y）＝LYLr＞０ （４５）
がしたがう。
次に，投資は，利子率，所得に依存するものとすれば，投資函数は
I＝I（r，Y） （４６）
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stable node Ip＝１
図－6（a）
saddle point Ip＝１
図－6（b）
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x1
x2
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で表わされる。しかるに，貨幣市場が均衡するとき，（４４）式を想起すれば，投資函数は
I（r，Y）＝I（R（Y），Y）≡i（Y） （４７）
と所得だけの函数として定義し直される。このとき，所得に関する限界投資性向 i′（Y）は
i′（Y）＝IrR′（Y）IY＝
Lr
LY

LYIY（
＞
＜０） （４８）
がしたがう。しかるに，その符号は，正にも負にもなり得る。
修正された投資函数（４７）式を用いれば，新体系
X＝C（Y）i（Y） （４９）
Y ＝＾Xn（＾N（＾X）N） （５０）

N＝YX （５１）

X＾＝β（X ＾X） （５２）
がしたがう。
ここで，消費函数，投資函数は，所得，したがって在庫量 N と目標期待販売量＾ X の函数となる。
その定義域は R２+のコンパクト集合 Sであり，球体に対し微分同相であり，均衡点（N＊，＾X＊）のベク
トル場は Sの境界上で内向きをなすものと仮定する。
いま，上の新体系を線型近似し，均衡点で評価すれば，Jacobian行列
J４＝

	


n′（１C′i′） （１n′＾N′）（１C′i′） 


（５３）
βn′（C′i′） β［１（１n′＾N′）（C′i′）
がしたがう。直ちに，行列式，トレースは
det J４＝n′β（１C′i′） （５４）
tr J４＝n′（１C′i′）β［１（１n′＾N′）（C′i′）］ （５５）
で表わされる。
さて，ここで，所得 Y に関する限界投資性向 i′（Y）が限界貯蓄性向１C′（Y）より大きいものと
仮定しよう。かかる仮定は，投資函数 i（Y）が Y に対して S 字型（sigmoid）の形状をもち，均衡
の近傍において上の関係が成り立つことを意味し，Kaldorモデルにおける投資函数 I（Y，K）と貯
蓄関数 S（Y，K）が均衡点の近傍において，IYSY＞０を満たすとする仮定に準ずるものである。
（図－7参照。ただし，貯蓄函数は，Y に関して線形を成すものと想定されている。）


しかるに，不動点 N ＝＾X＝０において，＾X＊＝Y＊がしたがい，この Jacobian行列の行列式 det J＜０
がしたがい，Poincaré＝Hopf定理のそれを det（Df（ xi＊）＞０に導く。このとき，すべての均衡が
指数 Ip（ xi＊）＝１をもたなければならず，したがって，一意の均衡解の存在性が帰結される。
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2．リミット・サイクルの存在性
本項では，貨幣市場の導入によって拡張されたケインジアン総需要モデルの新体系において，リ
ミット・サイクルが発生する可能性をみる。
再び，以下の議論に必要な限りにおいて，基本概念を確認しておこう。
さて，微分方程式にしたがう動学システムにおいて，その近傍の解曲線ないし軌道を引きつける
性質をもつ解は，アトラクター（attractor）と呼ばれる。
ある閉集合D⊂R nに属する x∈Dに対して，すべての t∈R において Φt（ x）⊂Dがしたがう
とき，集合Dはフロー Φt（ x）について不変（invariant）であるといい，かかる閉集合Dは不変集
合（invariant set）と呼ばれる。アトラクターは，不変集合の一例である。
いま，開集合Wに属する閉不変集合A⊂Wを考え，Aの近傍Uが存在し，すべての x∈Uに
対して Φt（ x）∈U，
A
t０，かつ，t→∞のとき Φt（ x）→Aとなるならば，Aは吸引集合（attracting
set）と呼ばれ，Aによって吸引されるすべての初期点の集合は吸引域（basin of attraction）と呼
ばれる。（１点から成る不動点アトラクター（fixed point attractor）の場合が図－8（a）に，吸引域か
ら成る周期アトラクター（cyclical attractor）の場合が図－8（b）に示される１５）。）
さて，Φt（ x）＝x を満たす時点 t０が存在するとき，点 x は閉軌道（closed orbit）上にあるとい
い，閉軌道の管状（tubular）の近傍U（）がとれ，任意の x∈U（）に対していかなるフロー
Φt（ x）も閉軌道に近づくとき，閉軌道は，リミット・サイクル（limit cycle）と呼ばれる。（図－9
参照１６）。）
しかるに，非線形動学システムの大域的（global）な挙動，（不）安定性など大域的特性を求めよ
うとすれば動学システムの次元を犠牲にしなければならない。動学システムの大域的特性が分析可
能なのは，２次元の場合に限定されるからである。
R nの開集合Wの点 x∈Wに対し，lim
i→∞
Φti（ x）＝l となるような性質をもつすべての点 l∈Wの集
合は，x の ω−極限集合（ω−limit set），ti→∞となる場合の l の集合は，α−極限集合（α−limit set）
I，S S
Y
Y ＊ Y2Y1
図－7
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と呼ばれる。R２においては，次の３つの異なる極限集合が区別し得る。すなわち，
・ 不動点アトラクター
・ リミット・サイクル
・ 鞍点ループ
である。鞍点ループ（saddle loop）は不動点およびそれを結びつけている軌道である１７）。
ところで，２次元平面のある領域においてリミット・サイクルの存在性の十分条件を与える定理
として，Poincaré＝Bendixon定理（Poincaré＝Bendixon Theorem）がある。
図－8（a）
図－8（b）
x2
A
x1
x2
A
x1
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いま，２次元微分方程式体系
x１＝f（ x１，x２）
x２＝g（ x１，x２） （５６）
を想定し，初期点 x（０）＝（ x１（０），x２（０））が不変集合D⊂R２内に位置するものとする。
この集合が極限集合を含むとき，上述の３通りの極限集合のすべてが可能となるが，Poincaré＝
Bendixon定理は，これらの種類分けをなす。
［Poincaré＝Bendixon定理］１８）
平面上における不動点を含まない連続微分可能な非空コンパクトな極限集合は閉軌道である。
いま，図－10において１９），平面における不変集合Dが描かれる。Dの境界上のベクトル場は内
向きを成している。すなわち，一旦，Dに入った軌道はその後のすべての t に対してDの内部に
留まり続けることになる。また，不動点が極限集合に属していない，すなわち，不動点が不安定で
あるとき不動点の近傍から発する軌道は不動点から離れていく。したがって，不動点がD内の ω−
極限集合に属していなければ，Dのすべての初期点は，t→∞に対して閉曲線に収束していく。こ
 のとき，不動点は，D内の極限集合から排除されているから閉曲線は，x１＝ x２＝０なる不動点を必
ず囲んでいなければならない。
いま，微分方程式体系
x＝f（x） （５７）
の解を x＊とする。もし，x＊が体系
図－9
x2
U（）
（limit cycle）
x1
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x＝f（x） （５８）
の漸近安定解（asymptotically stable equilibrium）であるならば２０），x＊は全不安定（totally unstable）
であるという。このとき，次の補助定理がしたがう。
［補助定理］
２次元微分方程式体系の一意解を x＊＝（x１＊，x２＊）とする。（x１＊，x２＊）が全不安定であるものとす
ると，もし，（x１，x２）（x１＊，x２＊）が不変集合の任意の点ならば，（x１，x２）の極限集合は閉軌道である。
Dはコンパクトであるから，（x１，x２）の極限集合は非空でコンパクトである。（x１＊，x２＊）は，全不安
定であるから極限集合は，（x１＊，x２＊）を含み得ず，また，（x１＊，x２＊）は一意解であるから極限集合は他の
いかなる解も含み得ない。Poincaré＝Bendixon定理から，したがって，（x１，x２）の極限集合は閉軌道
でなければならないことを上の補助定理は主張している。
さて，上の議論を修正された投資函数 i（Y）をもつケインジアン新体系に適用しよう。改めて，
新体系を整理しておこう。すなわち
X＝C（Y）i（Y） （５９）
Y ＝＾Xn（＾N（＾X）N） （６０）

N＝YX （６１）

X＾＝β（X ＾X） （６２）
がしたがい，Jacobian行列 J４
図－10
x2
D
x1
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J４＝




n′（１C′i′） （１n′＾N′）（１C′i′） 


	
（６３）
βn′（C′i′） β［１（１n′＾N′）（C′i′）］
がしたがい，行列式，トレースは
det J４＝n′β（１C′i′） （６４）
tr J４＝n′（１C′i′）β［１（１n′＾N′）（C′i′）］ （６５）
で表わされる。
ここで，投資函数 i（Y）は S 字型の形状をもち均衡の近傍において１C′i′＜０を満たすとす
る仮定を想起すれば，det J４＜０，tr J４＞０したがう。前項において，det J４＜０から，一意の均衡点
（＾X＊，N＊）の存在が確かめられた。さらに，tr J４＞０は，均衡点が全不安定なそれとなることを意味
し，補助定理から（＾X，N）の極限集合が閉軌道となることが帰結される。
しかるに，かかる帰結が妥当するためには，ベクトル場が内向きを成す非空コンパクト不変集合
Dの特定化がなされなければならない。いま，（＾X，N）空間に新体系の位相図を描こう。

まず，N＝０のとき，Y＝X，したがって，Y＝C（Y）i（Y）がしたがい，Y は，＾X と N のみに
依存することになり
d＾X
dN
｜N＝０＝
＾１n′N′
n′
＞０ （６６）

がしたがう。N＝０は，（１n′＾N′）/n′なる右上りの曲線を（＾X，N）空間に描く。

次に，＾X＝０のとき，＾X＝X，したがって＾X＝C（Y）i（Y）がしたがい，

d＾X
dN
｜X＾＝０＝
＾１n′N′（C′i′）１
n′
（６７）
がしたがう。（６７）式の分子は，均衡の近傍で正の符号をとり，十分大きいか，十分小さな＾ X に対


して負の符号をとる。しかるに，＾X＝N＝０において，Y＊＝＾X＊となり，したがって，Y と＾ X は均
衡点を共有する単調変換の関係にあり，i（Y）の形状は，＾X に対しても S 字型のそれを維持し，微

分同相となると結論し得る。さらに，＾X＝０曲線は＾X 軸を切るから，切点を＾X１とすれば，図－11が
したがう。
しかるに，前節の図－1の議論を想起すれば，均衡に対し内向きの方向の場がしたがうから，図－11
の影の部分で示される集合Dは不変集合となる。したがって，Poincaré＝Bendixon定理の要件が
満たされ，貨幣市場要因を導入したケインジアン総需要新体系は，リミット・サイクルを発生され
る可能性があることが帰結される。
安定性の回復のため Blinderが導いたケインジアン総需要新体系も，貨幣市場要因を取込んだ新
投資函数 i（Y）に対し Kaldor型の S 字型の形状の仮定を設けると安定性は失われ，リミット・サイ
クルを発生させる可能性があることが確かめられた。
５） 例えば，Varian［１８］,［１９］, Lorenz［１０］, Rosser, Jr.［１５］, Vialar［２０］等参照。
６） それぞれ，Lorenz, op. cit., Figure 3.2（p．８３），かつ Figure 3.3（p．８４）に準ずる。
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７） Lorenz, op. cit., Figure 2.2（p．２８）に準ずる。
８）「不動点」と「均衡点」の使い分けは流動的であるが，混同のおそれのない限り，「均衡点」を用い
るものとする。
９） Spaniel［１７］（p．１９７）参照。
１０） 微分トポロジー（differential topology）からの借用概念である。例えば，Milnor［１３］参照。
１１） Varian［１８］, Figure 2.1（p．９９）に準ずる。
１２） Lorenz, op. cit., Figure 2.9.aおよび Figure 2.9.c（p．３７）に準ずる。
１３） 詳細は，Lorenz, op. cit.,（pp．３７−３８）参照。
１４） 証明は，Milnor, op. cit., 参照。
１５） Lorenz, op. cit., Figure 2.3（p．２９）に準ずる。
１６） Lorenz, op. cit., Figure 2.7（p．３５）に準ずる。
１７） 鞍点ループは，考察外とする。
１８） 証明は，Hirsch＝Smale［６］（Chap．１１）参照。また，同定理の応用例として，Schinasi［１６］参照。
１９） Lorenz, op. cit., Figure 2.11（p．４０）に準ずる。
２０） 漸近安定性（asymptotical stability）について，例えば，Varian［１８］（p．１００）参照。
結びにかえて
消費と投資の合計と均等化する国民所得水準を均衡と定義する Hicks＝Hansen的伝統を通じて
培われたケインジアン・モデルに対して，本来，不均衡調整のモデルである Keynesの経済学，す
なわち，「一般理論」（the General Theory）とは似て非なる代物であると主張して已まない不均衡
論運動が一段落ついた７０年代半ば過ぎに Blinderが試みた Hicks＝Hansen的伝統に復しつつ安定的
均衡の回復を実現するケインジアン総需要モデルの再構築化の過程は上にみたごとくである。「一
D
N

N＝０N1
N ＊

X＾＝０
X＾
X＾1X＾ ＊＝Y ＊
図－11
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般理論」が重視してこなかった在庫調整過程が根底に据えられ，明示的な生産決定運動方程式が措
定された。
しかるに，Blinderが考慮の外に置いた貨幣市場要因を導入し，体系の拡張化を図ると均衡の安
定性は揺らぎ始める。上では，拡張された体系における安定性の回復の条件を探る代わりに不安定
性の発生のそれを探る方途が適用された。Kaldorに倣ってのことである。
Kaldorは，Keynesの「一般理論」の刊行とほぼ時を同じくして，内生的景気循環（endogenous
cycle）の発生のための必要・十分条件を見出したと主張した。Kaldorの主張は，Keynesの消費函
数を用いる一方で，所得に関して非線型（S字型）をなす投資函数を想定し，均衡の近傍で所得に関
する限界投資性向が限界貯蓄性向より大きいとする仮

定

に決定的に依存する。
上では，貨幣市場均衡を内包する投資函数に関して，Kaldorの仮定を適用し，Poincaré＝Hopf
定理，Poincaré＝Bendixonの定理に拠りながら，拡張されたケインジアン総需要モデルにリミッ
ト・サイクルが発生する可能性が確かめられた。しかしながら，Kaldorの仮定の妥当性に関する疑
念は，そのまま，上の議論に対するそれでもある。
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